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1 重要技能

1. 求行列式

2. 求特征值

3. 求特征向量

4. 化简阶梯型

2 各种术语

2.1 XX 矩阵

• 酉矩阵：AHA = E

• 正规矩阵: AHA = AAH , 包括对称矩阵，反对称矩阵，Hermite 矩阵，反 Hermite 矩阵，正
交矩阵，酉矩阵等。

• 单纯矩阵：可以对角化的矩阵，即有 n 个线性无关的特征向量。

• Hermite 矩阵: AH = A；反 Hermite 矩阵：AH = −A。Hermite 矩阵是特征值全为实数
的矩阵。

• 正交矩阵：行向量，列向量都是正交的单位向量。

• 正定矩阵：xTAx > 0 ：x = [x1, x2, ..., xn], 对于所有的非零 x 恒大于 0。正定矩阵的所有特
征值大于 0。

2.2 矩阵可 XX

• 酉对角化：A = QΛQH , 普通对角化: A = QΛQ−1

2.3 矩阵的 XX

• 核：Ax=0 的解空间，也叫零空间，null space，记作 N(A)。

• 值域：矩阵列向量构成的线性空间，英文是 range，记作 R(A)。

2.4 Jordan 相关

• λ 矩阵：矩阵的每个元素都是 λ 的多项式。

• λ 矩阵的 Smith 标准形：经过初等变换与原 λ 矩阵等价的一个对角矩阵，具体看后面。

Smith 标准形

A(λ) ≃



d1(λ)

d2(λ)

. . .
dr(λ)

0

. . .
0


m×n
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di(λ) 是首项系数为 1 的多项式，且后者能整除前者，0 除外，数学定义如下：

di(λ) | di+1(λ) (i = 1, 2, · · · , r − 1)

• λ 矩阵的不变因子：Smith 标准形对角线上的非零元素。

• λ 矩阵的初等因子：先将不变因子统统化成一次方幂的乘积，这些乘积的所有因子称为初等
因子。

• k 阶行列式因子：Dk(λ) = d1(λ)d2(λ)...dk(λ)。
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3 计算

3.1 线性空间

3.1.1 基变换的过渡矩阵

从基 α1, α2, ..., αn 到基 β1, β2, ..., βn 的过渡矩阵：

(α1, α2, ..., αn) = (β1, β2, ..., βn)P

3.1.2 坐标变换

x 是在 α 基下的坐标，y 是 β 基下的坐标。
y1

y2
...
yn

 = P−1


x1

x2

...
xn


3.1.3 线性变换在不同基下的矩阵表示

3.2 Jordan

3.2.1 λ 矩阵化 Smith 标准形

使用初等变换，即交换行（列），行（列）乘一个倍数，行（列）乘一个倍数加（减）到另一行
（列）。

计算技巧 如下：

1. 将公因子，常数往对角线上移动，然后把同一行同一列的其他元素都化成 0。

2. 逐层进行。

一个例子 ：

A(λ) =

[
λ3 − λ 2λ2

λ2 + 5λ 3λ

]
c1−→c2≃

[
2λ2 λ3 − λ

3λ λ2 + 5λ

]
r1−→r2≃

[
3λ λ2 + 5λ

2λ2 λ3 − λ

]
1
3 c1≃

[
λ λ2 + 5λ
2λ2

3 λ3 − λ

]

一种特殊的情况 是对角形，但不是 Smith 标准形，见 p69, 实际 p63。

3.2.2 求初等因子 & 不变因子

对于小矩阵可以先求 k 阶行列式因子 Dk(λ)，然后再利用下面的关系求不变因子 dk(λ)。

d1(λ) = D1(λ), d2(λ) =
D2(λ)

D1(λ)
, ..., dr(λ) =

Dr(λ)

Dr − 1(λ)

然后初等因子就是不变因子除了 1 以外的因数。
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3.2.3 求矩阵的 Jordan 标准形

假设要求矩阵 A 的 Jordan 标准形，则步骤如下

1. 先算 λE −A 的 Smith 标准形，然后求出初等因子。

2. 根据初等因子构造 Jordan 块。ß

3. 用 Jordan 块组成 Jordan 标准形。

构造 Jordan 块 ：
设初等因子为 (λ− λ1)

n1 , (λ− λ2)
n2 , · · · , (λ− λs)

ns，则其对应的 Jordan块包含 ni 行（列），
对角线元素均为 λi。

Ji =



λi 1

λi 1

. . . . . .
. . . 1

λi


ni×ni

例子 求矩阵

A =


−1 −2 6

−1 0 3

−1 −1 4


的 Jordan 标准形。

解 先求 A 的初等因子，对 (λE −A) 运用初等变换可得

λE −A =


λ+ 1 2 −6

1 λ −3

1 1 λ− 4

 ≃


1

λ− 1

(λ− 1)2


A 的初等因子是

λ− 1, (λ− 1)2

故 A 的 Jordan 标准形是

J =


1 0 0

0 1 1

0 0 1


3.2.4 求相似变换矩阵

主要利用 AP = PJ 这个等式列方程求解，例如：

AP = [Ax1 Ax2 Ax3] =
[
x1 x2 x3

]
4

4 1

4
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Ax1 = 4x1, Ax2 = 4x2, Ax3 = x2 + 4x3

从上述三个方程任取三个解即可构成相似变换矩阵。
具体有点麻烦，最好看下书或 PPT。

3.2.5 求矩阵秩的方法求 Jordan 标准形

挺好用的，应该要学一下，小矩阵（3*3）算 Jordan 标准形用这个好用。
看魏丰老师的 PPT，第二章，PPT66 页。

1. 先求特征值

2. 然后求 (λI −A)i 的 rank，如果 rank((λI −A)i) = m，那么就有 n−m 个对角线为 λ 的大
于等于 i 阶的 Jordan 块。书上有详细例题。

3.3 内积空间 & 正规矩阵 &Hermite 矩阵

3.3.1 Schmidt 正交化

αi 是需要正交化的向量，βi 是正交化后的向量。

β1 = α1

β2 = α2 −
(α2, β1)

(β1, β1)
β1

β3 = α3 −
(α3, β1)

(β1, β1)
β1 −

(α3, β2)

(β2, β2)
β2

...
...

...

βr = αr −
(αr, β1)

(β1, β1)
β1 −

(αr, β2)

(β2, β2)
β2 − · · · − (αr, βr−1)

(βr−1, βr−1)
βr−1

3.3.2 对角化 && 酉对角化

如果一个矩阵有 n 个线性无关的特征向量，则它可以被它的特征向量对角化。Q 的列向量是
A 的单位特征向量。

Λ = Q−1AQ

如果矩阵 A 是正规矩阵1，那么 QH = Q−1，因此上式可以写成，这种对角化也叫酉对角化，
因为 Q 是个酉矩阵：

Λ = QHAQ

当 A 是正规矩阵时，我们解出来的特征向量一定是正交的，随便取 n 个就可以了，注意要单
位化。

3.3.3 化 Hermite 二次型为标准形

将二次型用矩阵表示 ：f(x) = xHAx, 要点，A 的第 i 行，j 列是 xjxi 的系数。

化标准形 ：求出 A 之后，按对称矩阵对角化的方法对角化即可。
1对称矩阵是正规矩阵的一种特例。
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3.4 矩阵分解

3.4.1 满秩分解

一个 m*n 的矩阵 A，其秩为 r，则其可以分解成一个 m*r 的矩阵 B，乘上一个，r*n 的矩阵
C，且 B，C 的秩也为 r。满秩分解不唯一。

求解方法 ：结合例题看。

• 对 A 进行初等行变换，化成行简化阶梯形。

• B 就是 A 中行简化阶梯形线性无关列所在列所构成的矩阵。

• C 就是行简化阶梯形去掉非零行构成的矩阵。

例题 ：

A =


1 4 −1 5 6

2 0 0 0 −14

−1 2 −4 0 1

2 6 −5 5 −7

→ · · · →


1 0 0 0 −7

0 1 0 10
7

29
7

0 0 1 5
7

25
7

0 0 0 0 0



B =


1 4 −1

2 0 0

−1 2 −4

2 6 −5

 , C =


1 0 0 0 −7

0 1 0 10
7

29
7

0 0 1 5
7

25
7



3.4.2 正交三角分解

3.4.3 奇异值分解

这部分内容不太好总结，最好多看例题。

1. 计算 AAH 的特征值。

2. 先求出非零特征值对应的正交特征向量组，记作 U1，可能还需要算零特征值的特征向量组
U2，注意正交化。

3. 使用 V1 = AHU1∆
−H 计算 V1，V1 的特征向量数目可能不够，还需要计算与 V1 正交的向量

组 V2。

4. 最后 A = [U1, U2]∆[V1, V2]
H , 注意 Σ 对角线上是奇异值（特征值开根号）不是特征值。

3.4.4 谱分解

谱分解是矩阵对角化的一种表达形式。因为矩阵对角化要求矩阵必须有 n 个线性无关的特征
向量，因此只有单纯矩阵和正规矩阵（单纯矩阵的特例），可以进行谱分解。

正规矩阵满足：
A = U diag (λ1, λ2, · · · , λn)U

H

谱分解：
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A = (α1, α2, · · · , αn)diag (λ1, λ2, · · · , λn)


αH
1

αH
2

...
αH
n


= λ1α1α

H
1 + λ2α2α

H
2 + · · ·+ λnαnα

H
n

求解步骤：

1. 计算特征值，求每个特征值对应的特征向量。如果一个特征值对应多个特征向量，注意选取
正交的特征向量组。

2. 特征向量一定要单位化！

3. 求 α1α
H
1 , λ2α2α

H
2 , ... 即可。

单纯矩阵类似，但是要矩阵的逆。单纯矩阵不要求特征向量单位化，正交化2

A = U diag (λ1, λ2, · · · , λn)U
−1

总结就是 U 的列向量乘 UH 或 U−1 的行向量。

3.4.5 极分解

3.5 范数

3.5.1 向量范数

1. 1-范数：∥x∥1 =
∑n

i=1 |xi|

2. 2-范数：∥x∥2 =
(∑n

i=1 |xi|2
) 1

2

=
(
xHx

) 1
2

3. ∞-范数：∥x∥∞ = limp→∞ ∥x∥p = max|xi|

3.5.2 矩阵范数

1. F-范数：∥A∥F =
(∑m

i=1

∑n
j=1 |aij |

2
) 1

2

2. 以下为诱导范数：注意绝对值

• 1-范数：∥A∥1 = maxj (
∑m

i=1 |aij |) (j = 1, 2, · · · , n)，也叫列和范数。

• 2-范数：∥A∥2 = maxj
(
λj

(
AHA

)) 1
2，最大正奇异值，也叫谱范数。

• ∞-范数：∥A∥∞ = maxi
(∑n

j=1 |aij |
)

(i = 1, 2, · · · ,m), 也叫行和范数。

3.5.3 谱半径 ρ(A)

定义在 186 页，定义如下：
谱半径，ρ(A) = max(|λ1|, |λ2|, ..., |λn|)，其中 λi 为矩阵 A 的特征值。

• 对任意方阵有，ρ(A) <= ||A||，谱半径小于任意范数。

• 若 A 是正规矩阵，则 ρ(A) = ||A||2。
2正规矩阵的特征向量才正交（缺证明）。
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3.6 矩阵函数

3.6.1 求矩阵的最小多项式

两种方法 :

1. A 的最小多项式是其初等因子组的最小公倍式。这个方法一般用求秩的方法先求 Jordan 标
准形。

3.6.2 求矩阵函数的 Jordan 表示

基本流程 如下：

1. 求矩阵 A 的 Jordan 标准形 J 和相似变换矩阵 P。

2. 求 f(J)：怎么求看后面。

3. f(A) = Pf(J)P−1：求出 f(A) 的矩阵表达式，对于具体的函数（如 eA, etA, sinA），将 A 替
换成 x 进行求导后回代。

f(A) =


f(4)− 2f ′(4) 2f ′(4) f ′(4)

−2f ′(4) f(4) + 2f ′(4) f ′(4)

0 0 f(4)


f(J) 的求法 ：

分块求，每一块的求法如下，求几阶导前面系数分母就几的阶乘。Hint：如果某个 Jordan 块
是二阶的，按下面公式，只要求一阶导；只有 Jordan 块阶数大于 2 时才需要求更高阶导数。

f (Ji) =


f (λi) f ′ (λi) · · · 1

(di−1)!f
(di−1) (λi)

f (λi)
. . . ...
. . . f ′ (λi)

f (λi)


di×di

3.6.3 求矩阵函数的多项式表示

课本 215 页，看例题，主要步骤如下：

1. 求最小多项式。

2. 列 p(x)

3. f(x)=p(x), f’(x)=p’(x)... 求系数

4. 得到 f(A) 的形式

5. 代入具体的 f 计算具体的形式。

3.7 函数矩阵

函数矩阵的各种运算基本等于对矩阵中的每个元素作一个相同的运算。
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3.7.1 函数矩阵的逆矩阵

可以使用伴随矩阵/行列式的方法求。

A−1(x) =
1

|A(x)|
adjA(x)

伴随矩阵每个元素都是原矩阵对应元素的代数余子式。

3.7.2 矩阵微分方程

课本 P238. 看下 P241 的例题 7.4.1 基本就懂怎么做了。

3.8 求不相容线性方程组的最佳最小二乘解

4 结论

• 实对称矩阵不同特征值的特征向量一定是正交的。实对称矩阵同一特征值的不同特征向量线
性无关。

• 矩阵 A 的所有特征值之和等于矩阵 A 的 trace（对角线元素之和）

• 多项式在 1, x− a, (x− a)2, ..., (x− a)n−1 这组基下的坐标可以用泰勒展开式计算，如下：

f(x) =f(a) + f ′(a)(x− a) +
J(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+

f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1

• 转置/共轭转置和求逆可以交换顺序，(A−1)H = (AH)−1 。

• 实对称矩阵/Hermite 矩阵的特征值是实数。

5 证明

5.1 证明矩阵/向量范数

向量范数 ：

• 非负性，当且仅当 x=0 时，x 的范数等于 0.

• 齐次性, ||kx|| = |k| ∗ ||x||

• 三角不等式：对于任意 x,y，都有 ||x+ y|| <= ||x||+ ||y||

矩阵范数 ：在向量范数基础上加一条

• 乘法相容性：||AB|| <= ||A|| ∗ ||B||

Holder 不等式 ：常用于证明乘法相容性。

n∑
k=1

akbk ⩽
(

n∑
k=1

apk

) 1
p
(

n∑
k=1

bqk

) 1
q
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Minkowski 不等式 ：常用于证明三角不等式。

(
n∑

i=1

|ai + bi|p
) 1

p

⩽
(

n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
) 1

p

5.2 矩阵幂级数收敛

题目一般都是要你证明某个矩阵幂级数收敛。首先你得学会求普通幂级数的收敛半径：

普通幂级数的收敛半径 ：
设 R 是幂级数

∑+∞
n=0 anx

n 的收敛半径，则 R 为

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an
an+1

∣∣∣∣
注意 an 是幂级数的系数。

证明矩阵幂级数收敛 ：使用定理

Theorem 5.1. 若矩阵 A 的某一种范数 ||A|| 在幂级数

c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ ckx

k + · · ·

的收敛域内（−R < ||A|| < R），则矩阵幂级数

c0E + c1A+ c2A
2 + · · ·+ ckA

k + · · ·

绝对收敛。

5.3 诱导范数相关

• 诱导范数：
∥A∥i = max

x ̸=0

∥Ax∥α
∥x∥α

• 相容范数：若 ∥Ax∥α ⩽ ∥A∥β∥x∥α，则称 ||A||β 为与向量范数 ||x||α 相容的矩阵范数。

Tips :

• 一个有用的性质：对于任何诱导范数，均有 ||I|| = 1。

• 灵活运用范数的定义：乘法相容性，三角不等式，齐次性，非负性等。

5.4 矩阵序列的收敛性

• 若 ρ(A) 谱半径小于 1，则收敛。若大于 1，则发散。

• 若谱半径等于 1，用 Jordan 标准形进行判断。
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